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ABSTRACT

La gestion ineficiente de las filas de espera en los puntos de atencién al cliente genera costos
operativos elevados y deteriora la experiencia del consumidor en entornos de comercio minorista.
Este trabajo aplica la teoria de colas bajo el modelo M/G/c, donde M representa llegadas aleatorias
de clientes que siguen un proceso de Poisson, G indica que los tiempos de atencién en caja pueden
seguir cualquier distribucion estadistica, y ¢ es el nimero de cajeros atendiendo en paralelo, para
determinar el nimero 6ptimo de cajas de atencién en un supermercado durante hora pico mediante
simulacién de eventos discretos. A partir de una muestra de 120 clientes, los tiempos entre llegadas
consecutivas se ajustaron a una distribucién exponencial con media de 5,0 min, mientras que los
tiempos de atencion en caja se ajustaron a una distribucion lognormal con pardmetros pp, = 1,3y
om = 0,45, lo que corresponde a un tiempo medio de atencién de aproximadamente 4,06 min. Se
evaluaron configuraciones de 1 a 5 cajas. Los resultados muestran que 2 cajas constituye el escenario
Optimo, con un tiempo promedio de espera en fila de 0,53 min, un nimero promedio de 0,11 clientes
en fila, una utilizacién de cajeros del 44,5 % y un costo total de 102,3 bolivianos. La herramienta de
simulacién desarrollada por los autores permite a cualquier establecimiento cargar sus propios datos
de campo y obtener la recomendacién de forma automadtica, constituyendo un aporte metodoldgico
replicable para la toma de decisiones operativas en hora pico en distintos sistemas de atencién, como
ventanillas bancarias, consultorios médicos o puntos de despacho de transporte universitario.
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1. INTRODUCCION

En entornos de atencién al cliente, la gestion eficiente de las filas de espera representa uno de los desafios
operativos mas recurrentes en industrias como el comercio minorista, la banca, el transporte publico y la
salud [1]. Cuando la demanda de atencién supera la capacidad instalada de un sistema, se generan filas que
afectan directamente tanto la experiencia del usuario como la rentabilidad de la organizacion. La tension
central de estos sistemas reside en que incorporar mas cajeros reduce el tiempo de espera pero incrementa
los costos operativos, mientras que reducirlos disminuye costos pero deteriora la calidad del servicio, lo que
hace necesario un criterio de optimizacién que equilibre ambos factores de manera objetiva y cuantificable.

La teoria de colas, desarrollada por el ingeniero danés Agner Krarup Erlang en 1909 [2] y formalizada
por David Kendall en 1953 [3], provee el marco matemadtico para modelar estos sistemas. En el contexto
especifico de los supermercados, esta problematica se manifiesta de forma particularmente visible en las
cajas de atencién durante la hora pico. La demanda de clientes es irregular, los tiempos de atencion varian
considerablemente segin la cantidad de productos y el método de pago de cada cliente, y la decision
de cudntos cajeros mantener activos recae frecuentemente en criterios empiricos sin respaldo cuantitativo
formal [4]. Esta ausencia de criterio técnico puede derivar en dos escenarios igualmente perjudiciales: un
exceso de cajeros activos que genera costos laborales innecesarios, o un nimero insuficiente que produce
filas prolongadas e insatisfaccion del cliente.

A partir de esta problematica, el presente trabajo propone un modelo de simulacidn basado en la teoria de
colas, especificamente el modelo M/G/c, para determinar el nimero éptimo de cajeros activos durante hora
pico minimizando una funcién de costo total que combina el costo de mantener cajeros activos y el costo
asociado al tiempo de espera de los clientes en fila. La hipétesis de trabajo sostiene que existe un nimero
optimo de cajeros ¢* a partir del cual abrir cajeros adicionales incrementa el costo operativo sin producir
una reduccién significativa en el tiempo de espera de los clientes en fila.

2.  METODOLOGIA

El sistema de atencién del supermercado se model6 mediante un esquema de teoria de colas tipo M/G/c,
adecuado para representar multiples cajeros operando en paralelo y tiempos de atencion variables [5]. En
esta notacion, el término M indica que las llegadas de clientes siguen un proceso de Poisson; G representa
tiempos de servicio con distribucidén general, es decir, sin asumir una forma probabilistica especifica y
manteniendo la misma distribucién para todas las cajas; y ¢ corresponde al ndmero de cajeros activos. Los
clientes son atendidos en orden de llegada(disciplina FCFES, First Come First Served).

Para garantizar un funcionamiento estable del sistema, la tasa promedio de llegadas debe ser menor que
la capacidad total de atencién:

A

o=t < (1)

donde pg es la intensidad de trafico del sistema; A representa la tasa media de llegadas, u la tasa media de
servicio por cajero y ¢ el nimero de cajas activas. Cuando esta condicién no se cumple, la demanda supera
la capacidad de atencion y la fila tiende a crecer indefinidamente.

Debido a que el sistema no posee una solucién analitica exacta para tiempos de servicio arbitrarios, se
implement6 una simulacién de eventos discretos en Python para reproducir el comportamiento real de las
filas. Cada cliente i llega al sistema en un instante:
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donde 1, representa el k-ésimo tiempo entre llegadas. Cuando el cliente llega, puede encontrar una caja
libre y comenzar su atencién inmediatamente, o encontrar todas las cajas ocupadas y esperar hasta que se
libere la primera disponible. Si los clientes actualmente atendidos terminan sus compras en los instantes
fr(1)s---» fx(c), entonces la primera caja libre aparece en:
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Por tanto, el servicio del cliente comienza en el mas tardio entre su llegada y la liberacién de la primera caja:
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Al sumar el tiempo de servicio s;, se obtiene el instante en que el cliente abandona el sistema:

fi = méax (ai, ~ min f,r(j)) + 5 ®))
jef }
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donde f; representa el tiempo de salida del cliente i. Esta ecuacion constituye el nicleo de la simulacidn,
ya que integra simultdneamente las llegadas de clientes, la disponibilidad de cajas y la duracién de la
atencion. Una vez que el cliente abandona el sistema, la caja correspondiente queda disponible para atender
al siguiente cliente de la fila, repitiéndose el proceso durante toda la simulacién. A partir de estos resultados
se calcularon el tiempo total del cliente i en el sistema W ;:

Ws,i=fi—ai (6)

y el tiempo antes de ser atendido W, ;:

Wq,i = WS’,' - 8. (7)

Para evaluar el comportamiento global del sistema se construyd una linea de tiempo con todos los
eventos de llegada y salida de clientes ordenados cronolégicamente. A partir de esta secuencia se estimo la
distribucién empirica de estados:

2k di 1[Ny = n]
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donde dj, representa la duracién del intervalo k, Ny es el nimero de clientes presentes en el sistema durante
dicho intervalo y Ty corresponde al tiempo total de simulacion. La funcidn indicadora 1[Ny = n] toma
el valor de 1 cuando en el intervalo k existen exactamente n clientes en el sistema, y 0 en caso contrario.
De esta manera, el numerador acumula el tiempo total durante el cual el sistema permanece en el estado n.



Por tanto, P(N = n) se interpreta como la fraccion del tiempo total en que el sistema tuvo exactamente n
clientes. A partir de esta distribucion se calcularon el nimero promedio de clientes en el sistema:
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y el nimero promedio de clientes esperando en cola:

L, = Z (n—c)P(N = n). (10)

n=c+1

En el diagrama de transicién de estados, la tasa de salida del sistema depende del niimero de cajeros ocupados
en cada instante. Cuando existe un solo cajero atendiendo clientes, la tasa de salida corresponde a y, donde
u = 1/4,06 clientes/min representa el inverso del tiempo promedio de atencién. Cuando ambos cajeros se
encuentran ocupados simultdneamente, la tasa total de salida pasa a ser 2y, ya que los dos cajeros operan en
paralelo e independientemente, duplicando la capacidad efectiva de atencién del sistema.

Con estas métricas se calcul6 la utilizacion promedio de los cajeros mediante:

p=— (1)

donde valores altos de p indican cajeros trabajando casi continuamente y una mayor probabilidad de
formacion de filas, mientras que valores bajos representan capacidad ociosa.

Finalmente, para identificar la configuracién mds conveniente de cajeros, se defini6 una funcién de costo
total operativo:

CT(c)=c-Cs+Ly(c)-C, (12)

donde Cj representa el costo por cajero activo, C, el costo asociado a la espera de los clientes y L, (c)
el nimero promedio de clientes en cola para cada configuracién simulada. El ndmero éptimo de cajas
corresponde a la configuracién que minimiza el costo total del sistema.

La Tabla I muestra los parametros definidos para la simulacion del sistema M /G /c, incluyendo la tasa
promedio de llegadas modelada mediante una distribucién exponencial y los parametros u;, y oy, utilizados
para representar los tiempos de servicio mediante una distribucién lognormal. Ademaés, se incorpord un um-
bral operacional W, < 5,0 min como criterio de calidad del servicio. Este umbral se estableci6 considerando
que tiempos de espera superiores a cinco minutos generan congestion visible y disminuyen la percepcién de
eficiencia durante horas pico en supermercados.



Tabla 1. Parametros definidos para la simulacién del sistema M /G/c, incluyendo los parametros de
las distribuciones de llegada y servicio, el criterio operacional de espera maxima y los costos utilizados
en la evaluacién del sistema.

Parametro Valor Descripcion

n 120 clientes Tamafio de muestra utilizado en la simulacién

A 0,214 clientes/min Tasa promedio de llegadas

1/4 5,0 min Tiempo promedio entre llegadas

Hin 1,3 Pardmetro de forma de la distribucion lognor-
mal del tiempo de servicio

Tin 0,45 Pardametro de escala de la distribucién lognor-
mal del tiempo de servicio

Media de servi- 4,06 min Tiempo promedio de atencién calculado como

cio o (Hin+07, /2)

W};‘éx 5,0 min Tiempo méaximo de espera aceptable en fila
adoptado como criterio operacional

£0 0,9 Intensidad de trafico del sistema

c 1 a5 cajas Configuraciones evaluadas

C, 50 Bs Costo asociado a cada cajero activo

Ce 20 Bs Costo asociado a clientes en espera

El estudio se realizé utilizando una muestra de 120 clientes observados durante horas pico en super-
mercados con una Unica fila de espera. Los tiempos entre llegadas se modelaron mediante una distribucion
exponencial, mientras que los tiempos de atencién se ajustaron mediante una distribucién lognormal, ade-
cuada para representar situaciones donde la mayoria de las atenciones son cortas, aunque ocasionalmente
pueden presentarse servicios considerablemente mas largos.

A partir de los pardmetros definidos se calcul6 una intensidad de trafico pg = 0, 9. Aunque esta condicion
satisface el criterio tedrico de estabilidad para ¢ = 1, la configuracién con una sola caja no fue considerada
como solucién 6ptima debido a que produjo un tiempo promedio de espera W, = 11,04 min, superior al
umbral operacional establecido. Esto indica que, si bien el sistema es matematicamente estable, la calidad
del servicio resulta insuficiente para condiciones reales de operacion durante horas pico. Por este motivo,
se evaluaron configuraciones entre una y cinco cajas para analizar el efecto del nimero de cajeros sobre los
tiempos de espera y el costo total operativo.

3. RESULTADOS
Los resultados se presentan en dos partes. Primero se muestran las métricas operativas obtenidas para
cada configuracion de cajeros evaluada y se identifica el escenario 6ptimo segtn el criterio de costo total.
Finalmente se analiza la distribucion de estados del sistema para el escenario dptimo.

3.1. Métricas operativas y determinacion del escenario 6ptimo

Con un solo cajero, el sistema opera al 87,1 % de utilizacion y produce un tiempo de espera en fila de
W, = 11,4 min, superior al umbral operacional aceptable. Si bien el sistema es matemdticamente estable



con una sola caja, este escenario no es viable en condiciones reales de operacién durante hora pico, dado
que la fila creceria progresivamente hasta que la tasa de llegadas A disminuye al finalizar el periodo de alta
demanda. El valor finito de W, obtenido se debe a que la simulacion trabaja con una muestra de 120 clientes;
una vez atendido el dltimo cliente la simulacién termina, por lo que el escenario ¢ = 1 se excluye de la
comparacién de costos.

La Figura 1 muestra los tiempos de espera en fila y permanencia en el sistema, junto con el nimero
promedio de clientes en fila y en el sistema para cada configuracién de cajas. Se observa que la mayor
reduccion ocurre al pasar de 1 a 2 cajas, donde W, cae de 11,4 min a 0,531 min, W; pasa de 15,6 min a 4,7
min, L, se reduce de 2,36 a 0,11 clientes y L, disminuye de 3,23 a 1,00 clientes. A partir de 3 cajas, las
métricas de la fila (W, y L) se vuelven practicamente nulas, mientras que los valores del sistema (W y Ly)
se estabilizan debido al tiempo fijo que toma atender a cada cliente.
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Figura 1. Izquierda: Tiempo promedio de espera en fila (W,) y tiempo promedio total en el sistema
(Wy) en funcién del niimero de cajas c. La linea punteada indica el umbral de espera maximo de 5,0
min. Derecha: Nimero promedio de clientes en fila (L,) y mimero promedio de clientes en el sistema
(L) en funcién del nimero de cajas c.

La Figura 2 muestra la evolucién de la utilizacién media por cajero en funcién del nimero de cajas
activas. Se observa que con 2 cajeros la utilizacion es del 44,5 %, nivel que representa un balance eficiente
entre capacidad instalada y demanda atendida, mientras que a partir de 3 cajeros la utilizacién cae por debajo
del 30 %, indicando capacidad ociosa creciente.

A partir de las métricas presentadas, se determina el escenario Optimo segun el criterio de costo total
sujeto a las restricciones definidas en Metodologia. El escenario ¢ = 1 queda excluido de la comparacién
porque, si bien presenta el menor CT'(c), produce un tiempo de espera de W, = 11,4 min que supera el
umbral operacional de 5,0 min definido en la Tabla I. Entre los escenarios que cumplen la restriccién de
espera, 2 cajeros presenta el menor costo total operativo de 102,3 bolivianos con W, = 0,531 min y una
utilizacion de p = 44,5 %, mientras que para ¢ > 3 el tiempo de espera es practicamente nulo pero el costo
continta creciendo, como se ilustra en la Figura 3.
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Figura 2. Evolucion de la utilizacion media por caja (o) en funcion del nimero de cajas c.
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Figura 3. Funcién de costo total operativo CT(c¢) en funcion del nimero de cajeros c. El escenario
¢ = 1 se excluye por superar el umbral W, < 5,0 min de la Tabla I; entre los escenarios validos, el
minimo corresponde a 2 cajeros con 102,3 bolivianos.

3.2. Distribucion de estados del sistema

La Figura 4 ilustra el diagrama de transicidn de estados del sistema para el escenario 6ptimo, mostrando
como el sistema se mueve entre estados segtin las llegadas y salidas de clientes. La Tabla II complementa
este analisis presentando la distribucion empirica de estados P(N = n), es decir, la proporcion de tiempo en
que el sistema tiene exactamente n clientes presentes, calculada mediante la Ecuacion (8). Esta distribucion
permite cuantificar con qué frecuencia el sistema opera en cada estado posible.
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Figura 4. Diagrama de transicion de estados del sistema M/G/c con dos cajeros. Para n < 2 (estados
verdes) todos los clientes son atendidos de inmediato; para n > 3 (estados rosas) se forma fila de

espera. Las transiciones de entrada operan a tasa 1 = 0,214 clientes/min y las de salida a tasa u (un
cajero ocupado) o 2u (dos cajeros ocupados simultaneamente), donde i = 1/4,06 clientes/min.

Tabla II. Distribucion empirica de estados para el escenario 6ptimo. Los estados con n < 2 corres-

ponden a clientes siendo atendidos sin fila de espera; los estados con n > 2 corresponden a clientes
esperando en fila.

Estado (n) Probabilidad P(N = n) Condicién
0 0,381 Sistema vacio
1 0,362 1 cajero ocupado
2 0,213 2 cajeros ocupados
3 0,034 1 cliente en fila
4 0,008 2 clientes en fila
>5 0,002 Fila extendida

El 95,6 % del tiempo el sistema opera con dos o menos clientes presentes, confirmando que la confi-
guracioén de dos cajeros es suficiente para absorber la demanda durante hora pico. La probabilidad de que
haya tres o mas clientes en el sistema, es decir, que al menos un cliente esté esperando en fila, es de apenas
4,4 %. Estos resultados son consistentes con el bajo valor de L, = 0,113 clientes obtenido en la simulacion,
confirmando que la distribucién de estados respalda la eleccion de dos cajeros como escenario éptimo.

4. DISCUSION

Los resultados obtenidos muestran que el modelo propuesto permite analizar el comportamiento de
sistemas de atencion en supermercados considerando la variabilidad presente tanto en los tiempos de
servicio como en las llegadas de clientes. A partir de la simulacién de eventos discretos fue posible calcular
las métricas operativas del sistema para distintas configuraciones de cajeros y evaluar cdmo estas afectan
los tiempos de espera y el costo operativo total.



El incremento del costo total cuando se habilitan mas de tres cajeros se explica porque el costo asociado
a mantener cajas adicionales comienza a ser mayor que el beneficio obtenido por la reduccidén en las filas.
En estas condiciones, el nimero promedio de clientes esperando en cola es practicamente nulo, por lo que
agregar mas cajeros ya no produce una disminucién significativa en los tiempos de espera, pero si incrementa
el costo operativo del sistema. Esto valida la hipétesis de trabajo planteada en la Seccidn 1 y coincide con lo
esperado tedricamente en sistemas de colas con multiples cajas de atencién, donde existe un punto a partir
del cual el costo de afiadir mas cajeros supera el beneficio asociado a la reduccion de la espera.

Este estudio se centrd especificamente en periodos de hora pico, es decir, en el escenario de mayor
demanda del sistema. Bajo esta condicién resulta razonable asumir una tasa promedio de llegadas aproxima-
damente constante, lo que permite utilizar el modelo M/G/c de manera vélida durante el intervalo analizado.
Sin embargo, en un supermercado real la tasa de llegadas puede variar considerablemente a lo largo del
dia. Por ello, como trabajo futuro, seria recomendable repetir el andlisis para diferentes franjas horarias y
comparar como cambian las configuraciones 6ptimas de cajeros segtn el nivel de demanda.

Otra limitacién del estudio es que los pardmetros utilizados provienen de una muestra relativamente
reducida de 120 clientes, por lo que podrian no capturar completamente toda la variabilidad presente en un
sistema real. Asimismo, los pardmetros de costo Cs y C, fueron utilizados como valores de referencia para
comparar escenarios operativos y no como estimaciones financieras exactas. En una aplicacién real, dichos
pardmetros deberian determinarse a partir de costos laborales reales y de una valoracién econémica mas
precisa del tiempo de espera de los clientes.

A pesar de ello, la metodologia desarrollada puede adaptarse a otros sistemas de atencién con multiples
cajas o puntos de servicio, como ventanillas bancarias, puntos de despacho de transporte universitario
o consultorios médicos. No obstante, cada uno de estos contextos posee caracteristicas particulares que
requeririan ajustes en el modelo. Por ejemplo, en supermercados se asume generalmente una tnica fila
comuin y una disciplina de atencién en orden de llegada, mientras que en bancos pueden existir filas
diferenciadas segtn el tipo de cliente o servicio. En sistemas de transporte universitario, las llegadas suelen
concentrarse en horarios muy especificos asociados al inicio y finalizacién de clases, lo que puede generar
tasas de llegada altamente variables en intervalos cortos de tiempo. En consultorios médicos, ademads de
existir tiempos de atencion mds heterogéneos, pueden presentarse cancelaciones, retrasos o prioridades de
atencion entre pacientes. Por tanto, aunque la estructura general de simulacién y optimizacién sigue siendo
valida, las distribuciones de llegada, las reglas de atencién y las condiciones operativas deben ajustarse
segln las caracteristicas propias de cada sistema.

S. CONCLUSIONES

Este trabajo demuestra que la simulacién de eventos discretos bajo el modelo M/G/c, combinada con
una funcién de costo total que integra el costo de los cajeros activos y el costo del tiempo de espera de los
clientes en fila, constituye un método replicable para determinar el nimero 6ptimo de cajas de atencién en un
supermercado durante hora pico. Los resultados obtenidos sobre la muestra analizada indican que 2 cajeros
es la configuracion que minimiza el costo operativo total, con un tiempo de espera en fila de W, = 0,5
min y una utilizacion eficiente del 45 %. La herramienta de simulacién desarrollada por los autores permite
a cualquier establecimiento cargar directamente sus datos de tiempos de llegada y atencién en formato de
hoja de célculo, sin necesidad de especificar distribuciones estadisticas, y obtener la recomendacién de
forma automatica, siendo adaptable a distintos tipos de sistemas de atencién como ventanillas bancarias o
consultorios médicos.

Se confirma la hipétesis de trabajo: existe un nimero éptimo de cajeros a partir del cual agregar cajeros



adicionales incrementa el costo operativo sin producir una reduccion significativa en el tiempo de espera,
dado que la fila es practicamente inexistente. En el caso analizado, ese punto corresponde a 2 cajeros, y
a partir de 3 cajas el costo total crece mientras que el beneficio en términos de reduccién del tiempo de
espera es minimo y no justifica el costo adicional. El modelo M/G/c demostré ser adecuado para capturar la
variabilidad real de los tiempos de atencidn en caja, confirmando su pertinencia para este tipo de sistemas.

Como trabajo futuro se propone reemplazar los datos simulados por observaciones de campo en un
supermercado real, aplicando pruebas de bondad de ajuste para validar las distribuciones asumidas. Adi-
cionalmente, se propone extender el modelo para incorporar variabilidad temporal en la tasa de llegadas,
modelando el sistema por franjas horarias en lugar de asumir una tasa constante. Como extension de mayor
alcance, podria desarrollarse un sistema que recopile datos en tiempo real a partir de registros con marca de
tiempo — como las facturas emitidas — para generar recomendaciones automaticas segun la hora del dia
y la temporada, abriendo la posibilidad de optimizar el nimero de cajeros de forma dindmica, por ejemplo
incrementandolos en periodos de alta demanda como navidad.
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